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Summary 
This paper deals with BERNOULLIs rod-model out of HOOKE material 
characterized by St. VENANTs torsion rigidity. By means of the Kardan-angles 
equilibrium conditions with big displacements and small strains are determined. 
The non-linear differential equations are linearized step by step in the Kardan-
angles. This process generates the stability equations according to F ALK as first 
linear approximation. 
Übersicht 
Für ein BERNOULLIsches Balkenmodell mit HOOKEsclwm l\latcrial lind 
St. VENANTscher Torsionsstcifigkcit werden mit Hilfe der Kardanwillkel Gleich-
gewichtslagen mit großen Verschiehungen bei kleinen Verzerrungen ermittelt. 
Speziell die Abfrage des Gleichgcwichtes der "fomente wird schrittweise in 
den Kardanwinkeln linearisiert, wobei sich als erste lineare Niiherungcn die Sta-
bilitätsgleiehungen nach F ALK [1] ergeben. 
Die Stabilität eines Tragwerkes gilt als gefährdet, wenn das System auf be-
liebig kleine Störungen in ausgezeichneten Riehtungen dureh ein abruptes An-
wachsen der Verschiebungen reagiert. Dies muß nieht unbedingt das absolute 
Versagen der Konstruktion einleiten, sondern kann durchaus zu neuen Gleicl1-
gewiehtslagen führen, die wiederum stabil sind. Typisches Beispiel hierfür ist der 
klassische EDLER-Stab, der oberhalb der kritischen Belastung in einer Zug-
konstellation verharrt. Die lineare Stabilitütstheorie als Eigenwertprohlem gibt 
zwar Auskunft über die Form der kritischen Biegelinie, nicht jedoch üher deren 
l\hßstabsfaktor und setzt zudem voraus, daß die Verschiebungen des ungestörtpn 
Systems, oder wie man auch sagt im Grundzustand, so klein sind, daß die 
Näherungen der linearen Theorie noch zutreffen. 
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Beim Ausknicken eines Stabes infolge einer Längskraft H ist der Einfluß der 
Längsverschiebung u des Grundzustandes in Form des Faktors (1) 
, H (1) 1 + u = 1 - E F 
u nin teressan t. 
Beim Kippen eines Trägers infolge eines Momentes nach Bild 1 begnügt man 
sich in der Regel mit der Näherung (3), obwohl bei Berücksichtigung der Verfor-
Bild 1 
lllungen des Grundzustandes das Verhältnis der Steifigkeiten nach (2) durchaus 
in die kritische Belastung eingeht [2], [6]. 
( ~) nn V-----CfTEJt EJ~ ---
- M/c = -ir (iJfJ~~GI)(JiJJ; ~ EJd ' 
(3) 
Den Bedürfnissen der Baupraxis wird die Näherung (3) so gut wie immer ge-
nügen, da tatsächlich nur schlanke hohe Träger kipp gefährdet sind. Ehe Balken 
mit Biegesteifigkeiten gleicher Größenordnung nach (2) instabil werden, sind die 
zulässigen Spannungen im Grundzustand bereits längst überschritten, so daß das 
Tragwerk schon vorher unbrauchbar geworden ist. 
Falls ein hochelastischer Werkstoff vorliegt, der im Bereich der kritischen 
Belastung noch nicht versagt, werden andererseits die Verschiebungen des Grund-
zustandes bereits so groß sein, daß die exakten nichtlinearen Beziehungen der 
Kinematik heranzuziehen sind, wie zum Beispiel in der Arbeit von KOVARI [2] 
geschehen. 
An Stelle der dort durchgeführten, nur für einige Sonderfälle möglichen ana-
lytischen Integration mit Hilfe spezieller nichtelementarer Lösungsfunktionen, 
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wird hier ein Iterationsverfahren als Folge linearisierter Zustandsänderungen !\z 
entwickelt, 
(4) Ll z' = ~4 (zH z + r (z), z = Z + J z , 
wobei für die numerische Lösung des Differentialsystems 1. Ordnung (4) mehrere 
Verfahren zur Verfügung stehen, deren wichtigste außer der Kollokation und 
Variation in [3J zusammengestellt sind. 
Die folgende Darstellung benutzt ein BERNOULLIsches Balkenmodell mit 
HOOKEschem Material, St. VENANTscher Torsionssteifigkeit und dehnstarrer 
Mittellinie. Gesucht sind Gleichgewichtslagen, die sich durch große Verschiebun-
gen auszeichnen. 
Nach der Herleitung der Grundgleichungen wird die Methode der schritt-
weisen Näherung speziell für die Elastizitätsgleichungen und für die Transfor-
mation der Dyname aus der Reduktion der Belastung durchgeführt. Für statisch 
hestimmt gestützte Tragwerke erhält man hiermit bereits die gesuchte Gleich-
gewichtslage über eine Folge linearer Zustandsänderungen (4) nur der Km'dan-
winkel. 
Bezeichnungen 
Zur Erleichterung des Lesens sind folgende Schreibregelungen eingeführt: 
Lateinische und griechische Buchstaben im Normaldruck stehen fiir 
Skalare, 
lateinische Buchstaben im Fettdruck für 
Matrizen und Vektoren, projiziert auf raumfeste Achsen ei. 
Griechische Budlstaben im Fettdruck bezeichnen die 
Koordinatendarstellung eines Vektors im körperfesten Bezugssystem der ai· 
Weiterhin sei eine Bemerkung vorangestellt über die verwendeten Ik::'lIgs-
system!.'. 
Neben dem raumfesten Dreibein der Achsen ei mit den Koordinaten x, y und 
z wird ein körperfestes System ai mit Koordinaten ~, 1] und ~ \"crwendet. Dic 
Projektion (5) mit der Umkehrung (6) formuliert den Zusammenhang dcr Vek-
toren rund p. 
(5) 
(6) r = .!lp. 
Kinematik 
Von zentraler Bedeutung ist 
a) die eindeutige Lagebestimmung der Bezugslinie mit der Orientierung der 
Querschnitte und 
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b) eine Beschreibung der Krümmungen, die mathematisch möglichst einfach zu 
handhaben sein soll. 
~ : t e- ,-
-3 
dx 10 
Bild 2 
Bezugslinie 1;or und nach der Verformullg 
Die Verschiebungen u im Bild 2 bestimmen die Bezugslinie und über den 
Vektorumlauf (7) die Tangente (8), wenn man die Achse el in Richtung der 
geraden Balkenachse zeigen läßt. 
(7) [ y 1 + du ~ dd , 
[
1 ~, U'-j = t. 
10 
(8) 
Die Verschiebungskomponenten \1, v und w müssen hierhei der Zwangs-
bedingung (9) aus der Quadratur der Gleichung (8) genügen. 
(n) (1 + 1/)2 I- 1"2 + W'2 - 1. 
Zur Orientierung der Querschnitte ist schließlich die Angabe eines Winkels 
'Y t erforderlich, wobei die Beschreibung der Lage 'I = 0 \1nd weitere Einzel-
heiten in [4] nachzulesen sind. Jedoch sind. die Krümmungen außerordentlich 
komplizierte Differentialausdrücke in den Freigrößen u und 'I, so daß in fast 
allen Arbeiten über räumliche Elastika drei Winkel und drei Verschiebungen 
henutzt werden, zwischen denen beim dehnstarren Stab drei Zusatzbedingungen 
erfüllt sein müssen, die sogenannten kinematischen Gleichungen. 
Nun ist das Ergebnis dreier Drehungen nacheinander um raumfeste Achsen 
abhängig von der Reihenfolge, so daß man auf mitwandernde Drehachsen üher-
gehen muß, wie sie konstruktiv am anschaulichsten eine kardanische Aufh~i.ngung 
darstellt. Eine von mehreren möglichen Konstruktionen zeigt Bild 3 mit der 
raumfesten Kardanaehse k~ = e2, der körperfesten Kardanachse kj = al und der 
keinem dieser Systeme zuzuordnenden Achse kl. 
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Bild 3 
QlIerscll1littssclleibe ill Karda1l8Cher AlIflziin{!.lIl1lf, 
Rallmfeste Achsen e, Körper(/chscn a 
Kardlillwillkel a, {l, y 
Wie man sich überzeugen kann, führen beliebige Aneinanderreihullgel1 der 
Drehungen mit a, fl und y auf jeweils dieselbe Lage der Qllerschnittscheihe. 
Dennoch kommt der Reihenfolge a - ß - y eine besondere Bt'delltung zu, da 
Drehachse und zu drehende Richtungen ej hierbei jeweils senkredlt aufeinander 
stehen, was die Herleitung der Transformationsmatrix (14) durch die :\Illlti-
plikation der Teildrehungen (10), (11) und (12) erleidltert. 
1. Drehung mit fJ. um die raumfeste Achse e~: 
[ ,0< 0 0 sill (t 
(10) r:=."11 r, A1 = 0 1 0 
-sin (t 0 C08 (t 
2. Drehung mit ß um die Kardanachse kl: 
(U) ,~A", A, ~ [:~; -sin ß () cos ß 0 
o 1 
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3. Drehung mit y um die körperfeste Achse al: 
() 
(12) f:=A 3 f, A 3 =[OOl c~~y -sin :' 
sin ;' cos ;' 
Die Aneinanderreihung dieser Drehungen führt auf die Koordinatendarstel-
lung des gedrehten Vektors r im raumfesten System 
(13) r =A1 A 2 A 3 r ~~ lJr 
mit der Drehmatrix D nach (14). 
r 
cos IX COR ß - COS (X Rinß COs?' + sin IX sin;' eos (t "ill/! sill;' , :;in a ('os;'] 
~'" sinß cosßcos)' --('o,.;/),.;in;'. 
-sin IX cos ß sin IX "in i3 cos;' + cm; IX sin;' - "in a:-;i lI/J Sill;' ~ ('OS (,( cos i' 
Die Projektion eines Vektors r in die Achsen aj des Körpersystems besorgt die 
transponierte Drehung (15). 
( /;'») 
Krümmung - Torsion 
Dip Lageiinderung des körperfesten Dreibeins beim Durchwandern der Be-
zugslinie ist ein t-.laß für die Formänderungen des Stabes: Krümmung und 
Torsion. 
Absichtlich wird nicht von begleitendem Dreibpin und Verwindung gespro-
chen, da diese Begriffe eng mit der Differentialgeometrie der Raumkurven ver-
bunden sind, deren Punktquerschnitt orientierungslos ist. 
Die Winkeländerungen dw pro Wegdifferential dx ~= ds, symbolisch zu 
schreiben als Summe von Krümmungen um nicht orthogonale Achsen, 
(16) 
sind nur dann zu bilden, wenn diese im selben Koordinatensystem vermaßt wer-
den, zum Beispiel im Dreibein der körperfesten aj. 
(17) €2 ~ .• 1)'1' ('~, (·f = 10 0]. 
(IR) x3 = AJ'ka, kJ' c= 10 0 1J. 
(Hl) cxf = II 0 0]. 
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w' = [:;1 = c/ [ :~ ~ c~)S ;! I + ß' [Sir~ ;,j +;/ ~j . 
w~ _-cosßsm;' cos;' 0 
(20) 
Ebenso möglich ist eine Koordinatendarstellung in x, y und z. !\1it den Kar-
danachsen e~, kl und a1 im raumfesten Bezugssystem 
(21) l'i' = [0 1 0], k 3 =.41 l'3' a1 =De1 , 
erhält man (22): 
(22) [ 1 [ 1 
() sin (X cos (X cos ß 
= (x' 1 + ß' () + y' Sirl ß . 
o co, a L,'"a coJ 
Elimination der Kardanwinkel 
Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u und den Kardanwinkeln 
ist aus der Identität der körperfesten Achse al mit der Tangente (8) direkt ah-
zulesen. 
(23) t= 
-+- u' 
v' 
, 
UJ 
eos (X ('os ß 
sin (1 
--sill Cl cos (-I 
Die Elimination der Winkel durch die Verschiebungen nach (:23) 
(24) sin ß --~ 1)', sin (l , ,,, - ~ -= -11' (1 -- v ") -
mit den Ableitungen 
(25) 
_1 ß' = v" (1 - V(2) 2, (X' nNIC' --- le" (1 -I- u') 1- V'2 
Hißt, wie es auch sein muß, den Winkel y als unabhängigen Freiheitsgrad der 
Querschnittsorientierung unbestimmt. Durch Einsetzen yon (24) und (2.5) in den 
Vektor der Krümmungen (20) überzeugt man sich recht eindringlich yon der 
Unzweckmäßigkeit einer direkten Differentialbeziehung :2. Ordnung zwischen 
Formänderungen und Verschiebungen, 
[
[Il"W' - 10" (1 + ll')] v' j [I" 
(26) w' = Af [ll" U!' - w" (1 -t u')] (1 - V'2)~ 1 1 1,'2 -I 0 
. v"(1-v'2)2 0 
wobei eine der Verschiebungen noch durch die Zwangsbedingung (9) ZlI eli-
minieren wäre. 
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Bilanz der Gleichungen und Unbekannten 
Zur Bestimmung der sechs konjugierten Paare, nämlich 
3 J'vIomente - 3 Winkel 
3 Kräfte - 3 Verschiebungen 
stehen ebensoviele Bestimmungsgleichungen zur Verfügung. Bei dehn starrer 
1\1ittellinie (liEF = 0) und Vernachlässigung der Querkraftverformungen sind 
dies 
3 kinematische Gleichungen, bereits in (23) angeschriehen, 
3 Elastizitäts gleichungen für die Momente und 
6 Gleichgewichtsbedingungen. 
Elastizitätsgleichungen 
Von den sechs Schnittgrößen des räumlich gekrümmten Stabes nach Bild 4 
werden hier nur die Momente als innere Eingeprägte behandelt. 
Bild 4 
Schnittgrößen 
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Das Torsionsmoment ist proportional dem Kriimmungsanteil w'; in Tangen-
tenrichtung, 
(27) 
die Biegemomente folgen aus der Reduktion der l'\ormalspannungen 
(28) a = E (-Wfr) + 10'"(/ c) t 
in den Schwerpunkt 
(2D) 
(~{)) 
o 0 111~ j~ Y/ xadF, 
Me (8) (F) C 
.M~ = E (W~.J~ - w~.J~e), 
.J.lle = E (-W;I.J~C + w~.Jc). 
Die Zusammenfassung aller drei Elastizitätsgleichungen führt auf die Schrcib-
,veise (31) mit der Matrix F der Flächenmomente 2. Grades und A = GI, B = 
EJy, C = Eh D = EJy~. 
j ~ j~ 
J.vl~ A 0 0 , Wo 
(31) J.tl1j () B -D , =Fw'. w~ 
Me () -D C , we 
Gleichgewicht 
Die Formulierung des Gleichgewichtes ist auf zweierlei \Vcise mi)glich. 
Einmal werden die Schnittgrößen von vornherein in den charakteristischen 
Richtungen angegeben; das heißt, Liingskraft und Torsionsmoment parallel zur 
Tangente und Biegemoment und Querkraft in der Querschnittsebene. Beim Zu-
wachs einer Größe ist zu bedenken, daß Betrag und Richtung sich ändern. 
(32) 
Oder man beschreibt die Gleichgewichts-Differentialbeziehungen zunächst für 
die Schnittgrößen Miei sowie Qiei und projiziert diese anschließend mit Hilfe 
der Matrix DT in die Körperachsen aj. 
Bild 5 zeigt ein Stabelement der Länge ds = dx im Gleichgewicht der Schnitt-
größen und der äußeren Belastungen q lind m. 
Nach dem Grenzübergang ds gegen Null führt dies auf das Momcntengleieh-
gewicht (33) 
(33) M~al + M~a2 + .. il1~a3 + m + "~(a~ + 1l1'la; + JI[,a~ +- a1 >: Q = 0 
lind clas Kräftegleichgewicht (34). 
(34) Q;a1 + Q~a2 + QCa3 + 'I + Q;a~ + Q'la; + Q;a~ = O. 
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Bild 5 
Stabelement im Gleichgewicht der Schnittgräßen und Belastungen 
Mit den Differentialquotienten dai/ ds 
o -sin IX cos ß 
u1 = J) PI , u~ = 0 0 
-COS IX sin ß 
cos ß 
o -cos IX cos ß sin IX sin ß 
d33 
o 
-d13 
, 
., 
, 
IX 
, 
=Xz', 
ß' 
, 
" 
IX 
, 
== l"'z', 
ß' 
, 
y 
, 
IX 
= Zz' 
ß' 
und deren Koordinatendarstellung in Körperachsen ai 
o -w~ w~ 
(38) Cl~ = DTa~ = w~ Cl; = 0 Cl; = -w~ 
-w~ w~ 0 
erhält man schließlich die Gleichgewichtsbedingungen in der prägnanten Schreib-
weise (39), (40), 
(39) 
M' e 
M' 1) 
M' , 
111~ 0 
+ w' X M~ + DT m + -Qc = 0, 
Me Q~ 
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Q~ Q, 
(40) Q~ + w' X Q~ + n T q 
QC Q: 
wenn man noch die schiefsymmetrische Matrix S nach (41) als Kreuzprodukt 
deutet. 
0 -83 8 2 
(41 ) S X d ----- 8 3 0 -81 - Sd. 
-82 8 1 0 
Die Gleichgewichtsbedingungen in raumfesten Koordinaten erhält man direkt 
aus (33) und (34), wenn man ~, 1'], ~ und aj durch x, y, z und ej ersetzt und deren 
Unveränderlichkeit berücksichtigt. 
M~ cos IX cos (1 Qx rnx 
(42) j}ll~ + sin ß X Qy --1- m y =0, I 
M~ -sin cx. cos ß Qz 1IIz 
Q~ qx 
(43) Q~ + qy =0. 
Q~ qz 
Im allgemeinen Fall folgen aus der simultanen Integration der zwölf nicht-
linearen Differentialgleichungen (23), (31), (39) und (40) erster Ordnung dk ge-
suchten zwölf Zustandsgrößen, wobei darauf zu achten ist, daß für die Schnitt-
größen übereinstimmende Koordinatendarstellungen vorliegen. 
Für den Sonderfall statisch bestimmt gestützter Stäbe wird man zweckmäßig 
auf die Gleichungen (42) und (43) zurückgreifen, da die Elimination der Quer-
kräfte hierbei besonders mühelos vorzunehmen ist. Für einen Kragtriiger mit 
konstanter Streckenlast q zum Beispiel erhält man das Momentengleichgewieht in 
der Form (44) 
eos IX eos ß qx 
(44) sin ß X qy (l-.c) = 0 
-sin cx. eos ß 
mit der Transformation (45) in körperfeste Achsen, 
~~[, Mx 
(45) M'I = 1)T My , 
111, jvIz 
die zum Vergleich mit den inneren Eingeprägten aus den Elastizitätsgleichungen 
(31) notwendig ist. 
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Lösungsweg 
Die analytische Lösung der Grundgleichungen bleibt in der Regel ein hoff-
nungsloses Unterfangen, gleichgültig in welcher mathematischen Form man den 
physikalischen Sachverhalt darstellt. Ein Blick auf die Elastizitätsgleichungen (31) 
und das Momentengleichgewicht (44) mit (45) zeigt, daß ein Vergleich der 
Momente 
'Mx 
(46) l)T My = Fw' 
,Mz 
dann ein lineares Differentialgleichungssystem für die Kardanwinkcl ergibt, wenn 
man die Methode der schrittweisen Näherung anwendet, die ausgehend von 
einem bekannten oder vorgegebenen Zwischenzustand z über einen linearen Zu-
wachs t'"z zu einer verbesserten Konstellation z = z + L\Z führt. Für den Ver-
gleich (46) bedeutet dies die Integration des Momentengleichgewichtes (42) bei 
bekannten Winkeln Y, a, ß und eine Formulierung der Matrix D und des Krüm-
mungsvektors (20) linear in den Winkelzuwüchsen t'"y, t'"a, t'"ß sowie deren Ab-
leitungen. 
Linearzuwüchse der Kardanwinkel 
Den Linearzuwachs zum Beispiel der Krümmungskomponente W'2 erhält man 
entweder über den endlichen Zuwachs t'"w der Kardanwinkel mit de~ Linearisie-
rungen sin t'"w",t'"w, eos t'"w",l, 
(47) w$ = a' sinß + '/ = (a' + Lla') sin (ß + Llß) + (y' + L1y'), 
(48) w~ = w~ + !l ß a' cos ß + LI a' sin ß + iJ y', 
oder aber über die Umwandlung des totalen Differentials (49) 
(49) dw~ = a' eos ß dß + da' sin ß + dy' 
in die Differenz (50), 
(50) LI w$ = a' eos ß LI ß + LI a' sin ß + LI "I', 
eine Methode, die bequemer und deshalb vorzuziehen ist. Tilden kennzeichnen 
hier wie im Folgenden Größen in der aktuellen, in der Regel Noeh-Nicht-Gleich-
gewichtslage. 
Auf diese Weise erhält man die Verbesserungen aller drei Krümmungs-
komponenten in der geordneten Matrizenschreibweise (51) 
w~ w$ 1 sinß 0 Lly' 0 0 a' eosß Lly 
(51) w~ w~ + 0 eosß eosy siny LI a' + w~ 0 -a' sinß eosy LI a 
Wc w~ 0 -eosß siny eosy Llß' -w~ 0 a' sinß siny Llß 
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und deren Kurzform (52). 
(52) w' = w' + A . Ll z' + B . Ll z. 
Zur Projektion der aktuellen Momente M aus der Integration der Gleichungen 
(42) und (43) in die verbesserte Lage ist die Projektionsmatrix DT linear in tY.z 
anzugeben. 
(53) 
Mit den Differentialquotienten dai / dx nach (35), (36) und (37) sind auch die 
endlichen Zuwüchse L\ai bekannt 
(54) .11 a1 = X Ll z, .11 a2 = Y Ll z, Ll a3 = Z Ll z 
und damit die gesuchten Momentenkomponenten M ~, M 1, und M~. 
(55) M'I =DTM + MTY Llz =DT.ll1 + CLlz. 
M, MTZ 
Iteration 
Mit einer Konstellation Zo beginnend, die in der Regel mit der geraden Aus-
gangslage zusammenfallen wird, falls man nicht zufällig über Ergebnisse einer 
ähnlichen Aufgabe verfügt, führt der Vergleich (56) der Momente aus der Inte-
gration der Gleichgewichtsbedingungen (42) mit (43) in der Koordinatendarstel-
lung (55) und der Momente aus den Elastizitätsgleichungen (31) mit (52) auf ein 
Linearsystem der Winkelzuwüchse tY.z 
(56) F(w' + ALl z' + BLl z) = DT.llI + C Ll z 
in der Normalform (57) 
(57) Llz' + A-l(B -F-IC)Llz = .!l-I(F-IDT.lll- w') 
mit 
1 -tan ß cos y tan ß sin y 
(58) A-l = 0 cos y sin y F-l = coSß cos ß , 
0 sin y cos y 
und damit zu einer verbesserten Lage Zl. 
(59) Zl = Zo + Ll zo' 
1 
A 
o 
o 
0 
0 
BO-D2 
D 
BO-D2 
0 
D 
BO-D2 
B 
_._--
BO-D2 
Die hierzu gehärenden Momente bestimmt man aufs Neue durch die Inte-
gration der Gleichungen (42) und (43) und wiederholt die Momentenkontrolle 
(57) solange, bis die rechte Seite identisch verschwindet, beziehungsweise der 
relative Zuwachs der Verbesserungen einen vorgegebenen kleinen \'\Iert unter-
schreitet. 
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Räumliche Stabilität ebener Biegelinien 
Die entwickelten Formeln und die ihnen zugrundeliegende Kreiselkinematik 
sind nicht ganz einfach zu übersehen, so daß zumindestens der erste Iterations-
schritt ausgeführt werden soll, der ja auf die bekannten linearen Zusammenhänge 
führen muß. 
Gegeben sei ein Kragträger mit Momenten Mo (x) aus der Reduktion der 
äußeren Last am geraden Balken. Gesucht ist die Biegelinie, wohei zur Verein-
fachung der Flächenmatrix F (31) Querschnittshauptachsen, Kiirperachsl'n ai so-
wie ei gleichgerichtet sein mögen. Mit 
A () () J1J •o 
(60) A =D =E, R= 0, F =C.= 0 B 0 '10 .Jl"o 
0 0 Cf J/zo 
den Untermatrizen X, Y und Z nach (35), (36) und (37) 
0 0 0 0 0 -1 0 
(61) X= 0 0 1 l'= 0 0 0 z= -1 
0 -1 0 1 0 0 
und damit C nach (55) 
MTX 0 -.21120 
(62) C = ll'Fr 111zo 0 
MT Z -.Myo .Mxo 
l11yO 
-~vIxo 
o 
ist das Differentialgleichungssystem (57) hinzuschreiben. 
0 M zo M"o ill,·o 
-/f' A -A-
(63) Llz' - M zo 0 lvI.,·o Llz 1'111/0 B JJ -TJ 
1'11110 1Ylxo 0 
c1f zo 
--(5 
-(J- e 
0 
Behandelt man nacheinander die ebene Biegung mit 1\1 yo (x), 
l J ~ .dßJ l J LI,,' -- 0 (64) LI~' + OA M = 1 M yO vO IJ ' LI ß1.d Y 0 e 
die ebene Biegung mit M zo (x) 
(65) ~~;:j + 1-JJ M" ~ m ~,
w 
, 0, 
1 0 
0 0 
0 0 
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und die reine Drillung mit M xo (x), 
(66) ~ /1 'J ~ 0 J L l' L1ß Lla' + 7j-;1ß' _-~o" 
so erkennt man jeweils die inhomogenen Gleichungen der Theorie erster Ord-
nung und die Stabilitiitsgleichungen des Kippens, wobei die Verformungen des 
Grundzustandes zunächst nicht in Erscheinung treten,. 
In einem lüichsten Schritt ist zu prüfen, ob die aus der Integration der in-
homogenen Gleichungen gewonnenen Lagen tatsächlich Gleichgewichtslagen sind. 
Für die ebene Biegung infolge M yo (x) erhält man aus (64) 
(ti7) 1 a~ = a~ = J11,,];(·1:2 
und weiter durch Integration (,(1 (x). Die Biegemomente aus der Reduktion der 
Belastung am derart verfomlten Balken liefert die Integration der Gleichungen 
(-12) und (43). Nur falls die Winkel (,(1 (x) sehr viel kleiner als Eins sind, das 
heißt der Tangentenvektor al 
COS (t cos (3 cos a l (.c) 1 
(68) a l = tÜll ß 0 0 
-sin (t cos ß -sin (tj (.r) () 
numerisch mit der Richtung el übereinstimmt, ändert sich das ~lon1t'nt ~1\1 (x) 
zahlenmäßig nicht mehr gegenüber M,·o (x) aus der Reduktion am geraden 
Balken. 
l\lit (l' = Myo(x)/B und Ll, somit 
o () 
"1 = B. H- O 0 0 "ll " 0 n J)= 
-1 () () 
(6!J) 
0 0 
3! = 1 ill!!l ' 
, 1 
11[,,0 
w JJ 
() 0 
den Untermatrizen X, Y und Z nach (35), (36), (37) 
0 -SIn a 0 :-;in a () -cosa 
(70) X= 0 0 1 r 0 () 
0 -('osa 0 ('ot->a 0 
und der daraus aufgebauten Matrix C nach (55) 
o () 1 
0 
Sill a 
(71) C = 0 0 0 JlYl 
-1 0 0 
('os a () sin a 
0 1 0 
-s 1Il a 0 (,0"; a 
0 ('OS Ct 0 
Z -1 () (\ 
0 -sin a 0 
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erhält man das System (72) in der zweiten Iterationsstufe. 
(72) A>' - r ~' ~ "B' ~ ~': ~" ~ A, ~ r i" -~. ~ 
Falls sich die Momente Myo (x) und Myl (x) nicht mehr unterscheiden, die 
mittlere Gleichung in (72) also identisch erfüllt ist, 
(73) Lla' = ~ (My1-Myo ) = 0, M yo = M Yl = My(x), 
verbleibt das homogene System (74) mit Berücksichtigung der Verformungen im 
Grundzustand, 
(74) 
Lly' + My(~ - ~)Llß = 0, 
Ll ß' + My (~ - ~ ) Ll y = 0, 
wie es bereits F ALK angegeben hat, allerdings von vornherein mit der Beschrän-
kung auf sehr kleine Verschiebungen im Grundzustand. 
Eine analoge Rechnung für ebene Biegung infolge Mz (x) und reine Drillung 
infolge Mx (x) zeigt formal keine Übereinstimmung mit den Formeln nach F ALK. 
Die dort eingeführten Winkel beschreiben Drehungen nacheinander um raum-
feste Achsen, was für infinitesimale Rotationen im Rahmen einer linearen Theorie 
eindeutig ist. Von den Kardanachsen bleibt dagegen nur eine, bei der hier ge-
w;ihlten Aufhängungen nach Bild 3 die Achse k2=e2 mit dem Winkel a raumfest, 
während die anderen bei der räumlichen Biegung ihre Richtung verändern. Wollte 
man eine zu (74) symmetrische Kippgleichung für ein Moment Mz (x) erhalten, 
wäre die Kardansche Aufhängung so einzurichten, daß die Achse k:l mit dem 
Drehwinkel ß raumfest bleibt. 
Kritik der linearisierten Kippformeln 
Brauchbare Kippgleichungen im Rahmen einer linearen Theorie sind an sich 
nur die Differentialsysteme (64), (65) und (66) mit den Momenten Mo aus der 
Reduktion der äußeren Belastung am geraden Balken. 
A' L1ß M LJY-T yo=O, 
Llß' + ~ M yO = o. 
(64) 
Sind die Flächenmomente eines gedrungenen Querschnitts tatsächlich von 
gleicher Größenordnung, so daß die Differenzen (A-B) und (C-B) in die Kipp-
last eingehen, wird der Balken schon vor dem kritischen Ereignis so große ebene 
Verschiehungen aufweisen, daß das Momentengleichgewicht im Grundzustand als 
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nichtlineare Differentialgleichung erscheint (42), (43). Erst wenn sich bei deren 
iterativer Lösung über eine Folge linearer Zustandsänderungen die Schnittgrößen 
M yn in einem n. Schritt nicht mehr verändern, ist die Gleichung (74) in sich 
richtig anzuschreiben. 
(74) 
/11"- U - ~) M yn .llß = 0, 
L1 ß' + (~ - ~ ) My" L1 I' = o. 
Zur Lösung der linearen Gleichungen 1. Ordnung 
Es fiillt auf, daß die hier gefundenen Differentialbeziehungen zur Beschrei-
bung der Stabilität einer ebenen Biegelinie infolge M yo (x) zunächst nicht mit der 
allerorten anzutreffenden Gleichung (75) 
(75) 11 1 ","2 (\ }' + A 0 ~r1 y?' = t1 
übereinstimmen. Man ist versucht, eine Unbekannte zum Beispiel (3 (x) aus dem 
System (64) zu eliminieren, 
11 J.W~o, 1 1""2 0 
Y -111 - Y + ::;CC 11 yo {' = , 
yO 
(76) 
doch ist diese Operation unzulässig, da der Nenner ~Iyo im mittleren Glied nicht 
im gesamten Stabbereich von Null verschieden sein wird. Die Brauchbarkeit der 
klassischen Kippgleichung (75) wird allerdings durch die Ergebnisse aus der 
numerischen Integration des Systems (64) bestätigt, was die übliche Ableitung 
nicht von dem Fehler freispricht, die Gleichberechtigung aller drei beteiligten 
Winkel verletzt zu haben. 
Schlußbemerkungen 
Die ausführlich behandelten Kippgleichungen sind ein Beispiel für linearisierte 
Systeme, die in den allgemeinen zwölf Differentialbeziehungen 1. Ordnung ent-
halten sind. 
Ausgehend von einem gegebenen Ausgangszustand z erhält man eine um /\z 
verbesserte Konstellation z = z + t'\z, wenn man das lineare System L\z' + A 
l\z = r (z) alternativ wie folgt determiniert: 
1. Gleichgewicht in der Ausgangslage z und Transformation der Dyname aus 
der Reduktion der äußeren Last und der Schnittgrößen in die gesuchte wr-
besserte Lage z. Oder 
2. Gleichgewicht in der verbesserten Lage z und Transformation in das gegehene 
Ausgangssystem. 
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Die Kippgleichungen ergaben sich nach 1., das Eigenwertproblem für räum-
liches Knicken infolge einer Längstkraft Qx = -H folgt dem Konzept 2., indem 
man das Momentengleichgewicht (42) für kleine Winkel anschreibt 
M~ 0 
(77) M~ + H IX = 0 
M~ ß 
und mit den Momenten aus dem Elastizitätsgesetz (31) verknüpft. 
Mx GI 0 () ;/ 
(78) o EJy -E~J!lz cl 
o -EJlIz B.l z (r 
das die in bekannte Ausgangsrichtungen projizierten Zustandsgri)ß('n l'llthült. 
Eine gleichmäßige Berücksichtigung beider unter 1. und 2. genannten Ge-
sichtspunkte ist einer nichtlinearen Theorie vorbehalten, die im Fall Yl'rl11uteter 
Instabilitäten als Last-Verformungsrechnung mit kleinen Störungen zur Anregung 
des kritischen Ereignisses durchzuführen ist. 
Literaturverzeichnis 
[I] Falk, S.: Die einfachste lineare Theorie dritter Ordnung des geraden elastischen Bal-
kens. Vortrag auf der GAMM-Tagung 1974 in Bochum. 
[2] Kovari, K.: Räumliche Verz\'ieigungsprobleme des dünnen elastischen Stabes mit 
endlichen Verformungen. Ingenieur-Archiv 37, Band 1969, S. 393-416. 
[3] SdliiJer, H.: Numerische Ermittlung von Übertragungsmatrizen. Der Stahlbau, Heft 2, 
1970. S . .54-60. 
[4] Ruge, P.: Ein finites Modell für eindimensionale Elastika. Dissertation TU Braun-
schweig. 1973. 
[5] Magnus, K.: Kreisel, Theorie und Anwendung. Splillger Vedag, 1~l'.Iin 1 !Ii' I. S :-,2. 
[6] Pflüger, A.: Stahilitätsprobleme der Elastostatik, 2. Auflage. Springer Verlag, Berlin 
1964, S. 289. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00051858
